ComCiéncia no.143 Campinas nov/2012
Artigo
Probabilidade geométrica: histdria, paradoxos e rigor

Por Claudio Possani
10/11/2012

O termo “probabilidade geométrica” se refere a area da matematica que estuda
problemas que, ao mesmo tempo, envolvem o conceito de probabilidade e
situagdes de carater geométrico. Neste artigo, vamos mostrar a evolugao dessa
area da matematica desde sua fundacdo no século XVIII, as dificuldades que se
apresentaram ao seu desenvolvimento, a crise gerada pelo aparecimento do
Paradoxo de Bertrand, e como o rigor da matematica foi incorporado ao corpo da
teoria levando a criagdo de um conjunto de resultados e teoremas extremamente
elegantes e ricos em aplicagoes.

Origens

E consenso entre os estudiosos da Teoria de Probabilidade Geométrica que o seu
texto fundador é o “Ensaio de aritmética moral”, de Georges-Louis Leclerc,
conhecido como Conde de Buffon, de 1777.

Buffon foi um grande iluminista francés do século XVIII, muito reconhecido como
naturalista e autor da monumental obra Histéria natural, da qual o “Ensaio” é um
apéndice. Buffon foi admitido na Academia de Ciéncias de Paris com um trabalho
sobre probabilidade e geometria, do qual ndo sobreviveram cdpias. Aparentemente,
o “Ensaio sobre aritmética moral” recupera partes daquele trabalho anterior.

O titulo do ensaio merece um comentario: por que chama-lo de “aritmética moral”?
Na verdade, o texto dedica-se a analisar situacdes “reais” em que uma pessoa
possa se valer de conhecimentos matematicos para tomar decisdes “acertadas”.
Buffon se preocupa em analisar certas situacées com carater de jogo entre duas ou
mais pessoas e verifica em que condigdes as chances de vitdéria dos participantes
sdo idénticas. Nessas condigdes, o jogo € “moral” (ou honesto).

O conteudo do “Ensaio de aritmética moral”

Nesse trabalho seminal, Buffon comega com consideracdes sobre uso de
matematica elementar em situagdes do cotidiano. Sdo analises simples e pouco
profundas. O primeiro tema profundo tratado no texto é o chamado Paradoxo de
Sao Petersburgo.

Imaginemos um jogo entre duas pessoas com as seguintes regras:

- O jogador “A” paga uma taxa para entrar no jogo. Em seguida, joga uma moeda
€ se sair cara na primeira tentativa ele ganha do jogador “"B” o equivalente a um
real.

- Se na primeira tentativa ndo sair cara, o jogador "A” joga a moeda novamente e
se obtiver cara no segundo lancamento ganha de “B” o equivalente a 2 reais.



- Se nas duas primeiras nao saiu cara, o jogador “"A” joga novamente e se obtiver
cara na terceira tentativa ganha 4 reais.

- O jogo segue dessa maneira: “A” vai jogar a moeda até obter cara. Quanto mais
lancamentos ele tiver que fazer, maior sera seu prémio: 1, 2, 4, 8, 16 reais e assim
por diante. “A” ganhara sempre.

A pergunta é: quanto vale a pena o jogador apostar para entrar no jogo? A
resposta classica é obtida calculando-se o valor esperado de ganho do jogador “A”.
(Isso é definido como a soma das probabilidades de ganho em cada etapa
multiplicada pelo valor ganho naquela etapa: E= 1/2x1 + 1/4x2 +1/8x4 +1/16x8
+...) Ocorre que o valor esperado € infinito!

Ora, algo esta errado aqui. Ninguém apostaria uma enorme fortuna para jogar esse
jogo. Buffon trata o problema nos mesmos termos que os matematicos
contemporaneos. Ndo ha solugdo logica ao paradoxo. A melhor analise, em minha
opinido, é considerar que modelos matematicos tém aplicacdo limitada. O conceito
de valor esperado ndo é adequado para situacbes em que os valores considerados
sao infinitos.

O teorema pelo qual o “Ensaio” é sempre lembrado é o problema das agulhas,
inspirado em jogos de saldo comumente praticados pela nobreza francesa da
época. Considera-se um tipo de piso, que pode ser de tdbuas paralelas, lajotas
quadradas ou com outro formato e, nesse piso, jogamos uma agulha (dessas de
trico, croché ou de cabelo) e perguntamos qual é a chance dela parar exatamente
dentro de uma ta¢bua ou lajota sem cruzar uma linha diviséria.

Apds resolver (ele sé apresenta os resultados, sem as contas) os casos de lajotas
guadradas, triangulares, hexagonais e outras, que, na verdade sdo de solugao
direta, Buffon aborda o caso das tabuas paralelas de largura “d”, onde se joga uma
agulha de comprimento C1OICIC. A probabilidade de que a agulha jogada
aleatoriamente ndo cruze uma linha diviséria é, surpreendentemente, dada por: p=
21/ nd.

Também aqui Buffon ndo finaliza as contas, deixando-as indicadas. A énfase dada
por Buffon nesse trecho, como no resto do livro, estava na equidade do jogo.
Assim, ele recomenda aos jogadores que observem os tamanhos relativos da
agulha e da largura das tabuas: os jogadores terdo chances iguais de ganhar se a
relacdo entre o comprimento da agulha OOIOO e a largura das tabuas, OOdOO,
for aproximadamente igual a 3.

Vinte e cinco anos apds a publicacdo desse trabalho, Laplace retomou essa férmula
e fez a seguinte abordagem: podemos obter “"p” de maneira experimental jogando
uma agulha muitas vezes e anotando o nimero de sucessos e fracassos. O valor de
“p” serd o quociente entre o numero de sucessos (ndo cruzar as divisérias) e o
numero total de langcamentos. Conhecendo-se “p”, o valor de n pode ser obtido
como sendo 2 I/ p d. Este se revelou um método muito acurado para calcular
valores aproximados de n.

O Paradoxo de Bertrand

No final do século XIX, a Teoria das Probabilidades havia percorrido um longo
caminho e ja haviam sido publicados varios livros fundamentais sobre o assunto.
Em 1989, Joseph Bertrand, um matematico francés, publicou o livro Calcul dés
probabilités, obra de referéncia para o desenvolvimento do tema.



Nesse livro, Bertrand analisa situagdes em que o espago amostral de um
determinado experimento é constituido por infinitos elementos e obtém alguns
paradoxos muito interessantes. Vamos nos fixar sobre um deles, conhecido como o
Paradoxo de Bertrand.

Considere uma circunferéncia de raio fixado e sobre ela escolha aleatoriamente
uma corda (segmento que liga dois pontos quaisquer da circunferéncia). Determine
a probabilidade que o comprimento dessa corda seja maior do que o lado do
triangulo equilatero inscrito nessa circunferéncia.

Bertrand apresenta trés diferentes solucdes desse problema, as trés claras e
“corretas”, levando a trés respostas diferentes! Qual resposta esta certa?

Vamos mostrar as trés solugées.

- Na primeira solucdo, escolhnemos um ponto ao acaso sobre a circunferéncia e em
seguida escolhemos um segundo ponto. Como é facil ver na figura 1 abaixo,
existem trés arcos de igual tamanho sobre a circunferéncia e, se o segundo ponto
estiver sobre um deles, o comprimento da corda sera maior do que o do triangulo;
se estiver sobre os outros dois, sera menor. Logo, a probabilidade pedida é igual a
1/3.

- Na segunda solugao, escolhemos um ponto e em seguida observamos o raio por
ele determinado. Consideremos as cordas perpendiculares a esse raio. Existem
duas regides nesse raio, uma central, de comprimento metade do raio, tal que, se a
corda cortar o raio nessa regido, seu comprimento sera maior do que o lado do
triangulo equilatero inscrito; e se a corda cortar na outra regido de igual tamanho,
seu comprimento sera menor. Concluimos que a probabilidade procurada é .. Veja
figura 2.

- A terceira solugao leva em conta uma ideia sutil: toda corda pode ser
parametrizada pelo seu ponto médio, isto &, existe uma correspondéncia um a um
entre cordas e pontos médios. Veja figura 3. A regido central formada pelo interior
de uma circunferéncia de raio com metade do tamanho do raio original tem a
propriedade de que, se o ponto médio da corda estiver nela, o comprimento serd
maior do que o lado do tridngulo. Como seu raio é metade do raio original, sua area
€ um ' da area da circunferéncia original. Assim, a probabilidade pedida é 4.

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Bertrand, diante desse paradoxo, postulou que, das solugdes acima, nenhuma
estava correta e nenhuma estava errada. O problema é que ndo estava bem posto.



Situacdes em que o0 espago amostral possui infinitos elementos ndo poderiam ser
consideradas na Teoria de Probabilidades.

Na virada do século XIX para o XX, o conceito de medida foi introduzido para trazer
o rigor da matematica para o estudo de probabilidades. Os probabilistas
contemporaneos diriam que as trés solucdes estdo corretas, cada uma
correspondendo a escolha de uma medida diferente no espaco de probabilidades. Ja
a geometria do século XX acrescenta um ingrediente a mais: das trés medidas
acima, apenas a segunda possui uma propriedade geométrica especifica, a de ser
invariante pela acao do grupo de isometrias do plano.

Essa medida se revela mais rica em aplicagcdes geométricas e possui consequéncias
em outras areas da ciéncia. Uma aplicacdo notavel, devida a Crofton, é que a
medida do conjunto de retas que intercepta uma curva fechada convexa é igual ao
comprimento da curva. Assim, podemos concluir que dadas duas curvas fechadas
convexas a e y, com a contida em y, entdo a probabilidade que uma reta aleatéria
(segundo esta medida!) do plano que encontra y, também encontre a vy, é dada
pelo quociente de seus perimetros: L(a )/ L( vy ).
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